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Esercizio 1.

Sia X1, ..., X,, un campione casuale dalla distribuzione Poissoniana di
parametro A.

1. Determinare la funzione generatrice dei momenti e la distribuzio-
nedi S=5%",X. .
- x t
mX(t) _ E[etX} — Z?:l etz e I!A — 6A(e —-1)

S =3" X, quindi S ~ Po(n\) da cui E[e!¥] = ¢mA'~1),

2. Sl calcoli lo stimatore per A con il metodo dei momenti.
1, =X e M, = X da cui otteniamo che T,=X.

3. Si calcoli lo stimatore di massinila verosimigrlzianza per .
L) =TI, flo ) =TT, S = <
Passando al logaritmo si ottiene: -
logL(\) = —nA + >0 z;log(N) — log [ 11—, ;!
derivando in A si ha: .
D <+ = 0 da cui otteniamo che \ = Z:le =X.

4. Trovare una statistica sufficiente.
Poiche la distribuzione di Poisson appartiene alla famiglia espo-
nenziale, infatti si puo scrivere come:
L(\) = H?:l flzi, \) = e mAg2iza TilogA Hz 1 a;v
Si ha quindi che S = 3" | X; ¢ una statistica sufficiente.

5. Determinare un UMVUE di .
Dalla disuguaglianza di Cramer-Rao si ottiene:

> (T/A)Q — 1 = 1 :A
Varll] 2 o g g — wBC D~ ppe 2

A
Ora poiche X e uno stimatore non distorto di A e la sua varian-

za coincide con quella del limite inferiore di Cramer-Rao, allora
possiamo concludere che X ¢ un UMVUE per 7(\) = A.

6. Dimostrare che le statistiche

= % Z?:l Lo) (Xi)



Ty = (B=1)2im(Xa)

n

sono stimatori non distorti di 7(\) = e™*. Determinare un UM-

VUE di 7(A).

ET] = E[% > i Lo (Xi)] = %Z?d P(X;=0)=e"

E[T)] = B[(%1)Z= 9] = B[(21)5] = S5 (2t )rem B —
e—MAAn—1) _ o=\ '

Quindi Ty e T, sono due stimatori non distorti per 7(\) = .

Poiche¢ T, ¢ uno stimatore non distorto di 7(A\) = e* ed inoltre
e funzione di 9 statistica sufficiente, allora 75 ¢ un UMVUE per
7(A\) = e

7. Calcolare il limite inferiore di Cramer-Rao per lo stimatore di e=*.
Varll] > — e — e

— nEp+X2-2X) T n

Esercizio 2.

Sia X, ..., X,, un campione casuale da f(z,0) = 3e7/%1 (g .y (7)

1
0

1. Dimostrare che le statistiche él, e 6, sono stimatori non distorti

~

di @ e calcolarne gli errori quadratici medi relativi M SE(6;).
0y = Xy; 0y = b2, 9, = 22 g, — X

El0)] = E[Xi] = [/ ate/0dz = 0

Elfy) = E[XtX2] = 1E[X)) + 1E[X,] = 0
Els] = E[?flgf)ﬁ] = 1E[X1]+ 2E[X,] =0
El0,) = E[X] =6

2. Dimostrare che 0:1 ¢ una statistica sufficiente e trovare I’ UMVUE
per 6.
La distribuzione appartiene alla famiglia esponenziale infatti:
H?:l(aji’ 0) = (%)neféz?:lxi H:'L:l 1o,00(21)
Per cui si ha che S =Y | X; ¢ una statistica sufficiente.
Per la disuguaglianza di Cramer-Rao si ha:

2
Var(T| > ! = 1 =+i=£
7] = nBl(—5+35)%  aB(L+X-2X] T gz n

Poiche 6, ¢ uno stimatore non distorto di 6 e la sua varianza



coincide con il limite inferiore di Cramer-Rao, infatti Var[f,] =
% i ha che 6, & un UMVUE per 7(6) = 6.

3. Trovare un UMVUE per Var(X;).

Var[X;] = E[X?] — E[X,]? = 26* — 6? = 6*

Scegliamo come possibile stimatore di 62, X?

Poiche e distorto infatti:

EX?|=VarX] - E[X]*=6*(1 +1)

lo correggiamo e poniamo: Ty, = %1)(7 2,
Adesso T, € uno stimaotre non distorto di 6?2 ed inoltre ¢ funzione
si S =) "X, statistica sufficiente trovata al punto (2) dell’e-
sercizio, quindi concludiamo che Ty, ¢ un UMVUE di 7(6) = 6°.

Esercizio 3.
Sia X1, ..., X,, un campione casuale da:

f(:c,@)-@x 1101(),6>0.

1. Trovate lo stimatore di massima verosimiglianza di u = 119

L) =I[;=, f@:,0) = Hz 1 9179 11(0 (i) =0" [, 5(7 1(0 ED)
Passando al logaritmo si ottiene:

logL(8) = nlogh + (6 — 1) > "1, logz; + > loglio 1y (x;)
Derivando in # otteniamo:

8logL(Q) =%+ > 1 logr; =0 da cui: 6 = _Z logX;

Per cui 1nvertendo la funzione, si ha che lo stimatore di e

_ —n
M = S logXi—n

2. Trovate una statistica sufficiente.
La distibuzione appartiene alla famiglia esponenziale infatti:
H?:l f(%v 9) = frelf=1) iz loge H?zl 1(0,1)(%‘)

Per cui S = )" | logX; ¢ una statistica sufficiente.

3. C’ & una funzione di € per la quale esiste uno stimatore non distor-
to la cui varianza coincide con il limite inferiore di Cramer-Rao?
Dalla disuguaglianza di Cramer-Rao si ottiene:

Var|T| > L = 1

nE[(3+logX)?] — nE[Z5+log” X+2logX]
Calcoliamo quindi la distribuzione di Y = —logX
PY <vy) = P(—logX <y) = P(X >e¥) = fl

e Y
(1 — emvO+D)

La densita &: fy(y) = %Fy(y) = 9679y1(0,+oo)(y)-
Per cui Y ~ Exp(h).

1 _ 1 _ 6% :
Allora Var[T| > REL Tlog X+ ZlogX] — nE[L V7 IV] = - Ora sia

20?1 =

3



Z =X " Z~TD(n,nb) infatti:

P(Z<z)=PX)<z2) =P <nz)= [ 0e"dz = [ e "Vdy

Avendo effettuato il cambio di variabili z = ny.

Quindi Z ~ Exp(nf) da cui Z* =" | Z; ~ I'(n,nb).

E[z"] =3

Var|Z*]) = =5

Osserviamo quindi che Z* ¢ uno stimatore non distorto di %, dalla

disuguagliar%zz; di Cramer-Rao si ha:

Var[T] > ("z) = L =Var[Z"].

Quindi una funzione del parametro 6 per la quale esiste uno stima-

tore non distorto che raggiunge il limite inferiore di Cramer-Rao
1

eg.

. Trovate 'UMVUE di 6 e di %.
Troviamo ora 'UMVUE per 6, cerchiamo quindi uno stimatore
non distorto di 6:

N [toe 1 (mO)" n—1_—nbx _ '(n=1) _ n
Lo correggiamo:
0* = "7_19 ¢ quindi lo stimatore non distorto di # ed essen-

do funzione della statistica sufficiente S trovata al punto (2),

concludiamo che 6* ¢ 'UMVUE di 6.



